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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt sziniitdl eltéré szinii tollal, olvas-

hatdan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az els6ben a feladatra adhaté ma-

ximalis pontszam van, a javitdo altal adott pontszim a mellette levd téglalapba
kertiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjlik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett

kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

. Hidnyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-

szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetdveé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanvald, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

helyes 1épés: kipipadlas

elvi hiba: kétszeres aldahuzas

szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres alahuzas

rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1épés: szaggatott vagy athuzott kipipalds
hianyos indoklas, hidnyos felsorolas vagy mas hiany: hianyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az Utmutatd egyes részleteivel
egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

. A pontozési utmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanuld a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldand6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkezd részpontszdmokat meg kell adni.

. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal

jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szamol to-
vabb a kdvetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

. Ha a megoldasi utmutatdban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hidnya esetén is teljes értékii a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladd pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazoé ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

. r 14 r r 14 .. r n . 14 r /4 . r r
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, n!, (kj kiszdmitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhet6 tdblazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a  és az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoku egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indokléas nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek az
atlag és a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

. Az abrak bizonyito ereji felhasznaldsa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-

gadhato.

Valoésziniiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
1ékban megadott helyes valasz is elfogadhat6.

Ha egy feladat szovege nem ir eld kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- €s végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében kitiizott S feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbol sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitlizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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1. a) elsé megoldas

Az elso egyenletbol x = 0,2 — y,
ezt a masodikba helyettesitve

1g(0.2- y)+lgy _ ! pont
5 =1g0.,1.
1g((0,2-y)y)=-2 1 pont | 1g4/(0,2-y)y =-1
(A logaritmus definici¢ja miatt) (0,2 —y)y = 0,01, 1 pont
azaz y>—0,2y+0,01=0. 1 pont
Innen y = 0,1 és (visszahelyettesitve) x =0, 1. 1 pont
Ellendrzés példaul behelyettesitéssel: (az elsé egyen-
let nyilvan igaz) a masodik egyenlet bal oldala: i )
: pon

21800 __ iobb oldala: 1g2- 21 =1

Osszesen: | 6 pont
1. a) masodik megoldas
A masodik egyenlet bal oldalat atalakitjuk:
lgx+1 lgx 2 pont

g gy _18xy _ Ig \/E . p
2 2

(A logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmii,
ezért) \/x_ _ x‘;y ' 1 pont
A (pozitiv) x és y szdmokra vonatkozd mértani és | vont
szamtani kdzepek kozotti egyenldtlenség miatt P
egyenldség csak x =y = 0,1 esetén lehetséges. 1 pont
Ellendrzés példaul behelyettesitéssel: (az elsé egyen-
let nyilvan igaz) a masodik egyenlet bal oldala:
21g0,1 2.0, I pont
—=—"=—1, jobboldala: Ig——=—=—1.

Osszesen: | 6 pont
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1. b)

2(1—-cos? x)—cosx =2 1 pont
2cos’ x+cosx=0 1 pont
cosx=0 vagy cosx = —% 1 pont

cosx =0 a[-m; ] alaphalmazon pontosan akkor tel-

jesiil, ha x=-= vagy x=r, I pont
2 2
cosx = —% a [-m; m] alaphalmazon pontosan akkor
- 2n 2n I pont
teljesiil, ha x = 3 vagy x = 3
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- I pont

tasokra hivatkozassal.

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések:
1. Ha a vizsgazo a valos szamok halmazan oldja meg az egyenletet, akkor legfeljebb 5 pontot
kaphat.

2. Ha a vizsgdzo a cosx = 0, illetve a cosx = 5 egyenletnek csak a pozitiv megoldasat adja

meg, akkor legfeljebb 4 pontot kaphat.
3. Ha a vizsgazo a [-180°; 180°] halmazon (fokokban) oldja meg az egyenletet, akkor legfeljebb
4 pontot kaphat.

2. a) els6 megoldas

Ha (km/h-ban mérve) a személyvonat atlagsebessége
v, akkor a gyorsvonat atlagsebessége v+ 18 (v>0).

A személyvonat menetideje (6raban mérve) 195 , 1 pont
v

a gyorsvonat menetideje

v+18°
A feladat szovege szerint: g = 195 +0,75. 1 pont
% v+18

195v+3510 =195v+0,75v> +13,5v 1 pont

0,75v* +13,5v=3510=0 1 pont | v2+18v—4680 =0
v=060 (vagy v=-78, de) a negativ gyok nem meg- | vont

oldasa a feladatnak. p

A személyvonat atlagsebessége 60 km/h, I pont

a gyorsvonat atlagsebessége (60 + 18 =) 78 km/h.

Ellendrzés: A gyorsvonat menetideje (195:78=) 2,5
ora, a személyvonat menetideje (195:60=) 3,25 ora. 1 pont
Ez valdban 45 perccel tobb, mint a 2,5 éra.

Osszesen: | 7 pont
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2. a) masodik megoldas

Ha (6rdaban mérve) a gyorsvonat menetideje ¢,
akkor a személyvonat menetideje ¢ + 0,75 (¢ > 0).

A gyorsvonat atlagsebessége (km/h-ban mérve) ?,

(90, 150, 160 vagy 200).

1 pont
a személyvonat atlagsebessége 195
Y BN 0,75
195 195
A feladat szovege szerint: — = +18.
8 { 1+0,75 ! pont
195¢ +146,25 =195¢ +18¢* +13,5¢ 1 pont
18t +13,5¢—146,25=0 1 pont | 8% +6t—65=0
t=2,5 (vagy t =-3,25, de) a negativ gyok nem meg- 1 vont
oldasa a feladatnak. p
A gyorsvonat atlagsebessége (195:2,5 =) 78 km/h, 1 vont
a személyvonat atlagsebessége (78 — 18 =) 60 km/h. P
Ellendrzés: A személyvonat (195 :60 =) 3,25 6ra
alatt teszi meg a 195 km-es tavolsagot. 1 pont
Ez valoban 45 perccel tobb, mint a 2,5 ora.
Osszesen: | 7 pont
2. a) harmadik megoldais
(Ha a menetid6t 6raban, az atlagsebességet km/h-ban
mérjlik, és) a gyorsvonat menetideje #, atlagsebessége 1 pont
pedig v, akkor a személyvonat menetideje ¢ + 0,75, p
atlagsebessége pedig v— 18 (1> 0 és v > 18).
A feladat sz int V=190 !
eladat szovege szerint: : t
8 (v—18)(1 +0,75) =195 pon
vt =195 | vt =195
t
_186+0,75v=13,5 PO _24r4v=18
Behelyettesitd modszerrel: 24¢* +18t—195=0. 1 pont | v’ —18v—4680 =0
t=2,5¢ésv="78 (vagy t =-3,25 és v=-60, de) 1 vont
a negativ gyok nem megoldésa a feladatnak. P
A gyorsvonat atlagsebessége 78 km/h, 1 vont
a személyvonat atlagsebessége (78 — 18 =) 60 km/h. P
Ellendrzés: A személyvonat (195 :60 =) 3,25 6ra
alatt teszi meg a 195 km-es tavolsagot. 1 pont
Ez valoban 45 perccel tobb, mint a 2,5 ora.
Osszesen: | 7 pont
2. b) elsé megoldas
Mivel az 6t adatnak egyetlen mdédusza van, ezért az
6todik adat csak a négy ismert adat valamelyike lehet 1 pont
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Az 6todik adat nem lehet 150 vagy 160, mert akkor a

, . - 1 pont
modusz és a median megegyezne.
Az 6todik adat nem lehet a 90 sem, mert akkor az at- 1
lag (690:5 = 138) nem szerepelne az adatok kozott. pont
Ha az 6t6dik adat (a pénteki utasok szdma) a 200, ak- I pont

kor az 6t adat atlaga (800:5 =) 160,

ami minden feltételnek megfelel: a modusz 200,
a median pedig 160 (ami egyben az 6t adat atlaga is). 1 pont
(Pénteken tehat 200 utast szamlaltak.)

Osszesen: | 5 pont

2. b) masodik megoldas

Mivel az 6t adatnak egyetlen mdédusza van, ezért az
6todik adat csak a négy ismert adat valamelyike lehet 1 pont
(90, 150, 160 vagy 200).

Az 6t adat atlaga nagyobb 90-nél és kisebb 200-nal,

tehat az atlag 150 vagy 160 lehet. I pont

Az atlag nem lehet 150, mert akkor az 6todik adat
(5-150—-600=) 150 lenne, ekkor pedig a modusz és 1 pont
a medidn megegyezne.

Ha az étlag 160, akkor az 6todik adat (a pénteki uta-

sok szama) (5-160—600=) 200, I pont

ami minden feltételnek megfelel: a modusz 200,
a median pedig 160. 1 pont
(Pénteken tehat 200 utast szamlaltak.)

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo helyesen valaszol a feladat kérdésére, és valaszat a feladat szo-
vege alapjan ellendrzi, de nem mutatja meg, hogy mas megoldas nincs, akkor legfeljebb 2
pontot kaphat.

3.a)
Ag ND
i r (AC, illetve BD a kor egy-
O egy atmérdje, ezért) 2 pont
. XK a Thalész-tétel miatt
P N APCZ =90° és
T BPD/ = 90°.
B C

(A koriilirt kor sugarat r-rel jelolve, a Pitagorasz-tétel
miatt)

AP?* +CP* = AC* = (2r)? és 1 pont
BP? + DP* = BD* =(2r)*.

Tehat AP* + CP*> = BP> + DP?,

S ] 1 pont
ami a bizonyitand6 volt. P

Osszesen: | 4 pont
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3. b) elso megoldas
(A forgasszimmetria miatt) a négy pohar alapkorének Ez a pont akkor is jar, ha
négy kdzéppontja egy négyzet négy csucsa I'pont | ez a gondolat csak a meg-
] oldasbdl deriil ki.
(Az érintkez0 korok kozép-
pontjai €s az érintési pont egy
egyenesre esnek, igy) a négy- 1 pont
zet oldala ugyanakkora, mint
egy pohar atmérdje: 2r.
A négyzet AC 4tljanak hossza2r/2 . 1 pont
A PQ atmérdre igaz, hogy 20 = 2r+2r+/2 1 pont
10
ahonnan » = = 10(\/5—1 > 4,1 (cm),
1+4/2 ) 1 pont
tehat az allitas igaz.
Osszesen: | 5 pont
3. b) masodik megoldas
Helyezziink el négy darab 4,1 cm alapkdr sugara po-
harat egy négyzet csucsaiban ugy, hogy az alapkorok | vont Ez a pont egy megfelelo
kozéppontja négyzetcsucs legyen, €s a szomszédos P dbra esetén is jar.
csucsokban elhelyezett poharak érintsék egymast.
A négyzet oldala (2-4,1 =) 8,2 cm,
1 pont

atléja pedig (8,2-+/2 = 11,597 <) 11,6 cm hosszi.

11,6+ 2-4,1=19,8, ezért a négyzet kozéppontja ko-
ril 9,9 cm-es sugarral megrajzolt koron beliil lesz 1 pont
mind a négy pohdr alapkore.

Ezért ha a 4,1 cm sugaru poharakat egy 20 cm atmé-
r0jl talcara helyezziik, akkor azok nem érinthetik

egymast és a talca oldalfalat is a feladat szovegében I pont
leirt médon.
Ehhez a poharak alapkorének sugarat novelni kell, I pont

tehat az allitas igaz.

Osszesen: | 5 pont

3.¢)

Mivel a pohar fala 2,5 mm vastag, igy a bels6 sugara | vont

nagyobb, mint (4,1 — 0,25 =) 3,85 cm. p

A pohar térfogata: Vpohar > 3,85% -m-11 = 512 cm’. 1 pont

1 dl=100 cm’, 1 pont | 512 cm? = 5,12 dl
tehat igaz, hogy belefér 5 dl iidité a poharba. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

Megjegyzések:
1. A sugdrra a b) részben kapott pontos értéket haszndlva Vpohar > 523 cm® adédik.
2. Ha a vizsgazo egyenlotlenség helyett egyenloséggel szamol, akkor teljes pontszamot kaphat.
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4. a)

A fiiggvény zérushelyeinek kiszamitasa:

x*=12x+27=0, 1 pont
innen x, =3,x, =9.
(A fliggvényértékek a két zérushely kozott negativak, : 3} /9 -
ezért a kérdezett T terliletre fennall:)
9
~T=|(x* =12x+27)dx =
-3[ & * ) 1 pont
[ 3 2 ?
=X 12X 427x| =
3 2
L 3
_(9 2 3° > _
S| 569 #2790 || S -6:37427 3| = 1 pont
=(0-36 =)-36. 1 pont
A kérdezett teriilet nagysaga tehat 36 (teriiletegység). 1 pont
Osszesen: | 5 pont
4. b)
Az E-ben htzott érintd meredekségét az f derivalt- Ez a pont akkor is jar, ha
fiiggvényének az x = 5 helyen felvett helyettesitési 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
értéke adja meg. oldasbol deriil ki.
f(x)=2x-12 1 pont
f(®)=-2 1 pont
Az érintd egyenlete: y + 8 = -2(x — 5). 2pont | y=-2x+2
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo az érinto egyenletét koordindtageometriai modszerrel hatdrozza
meg, akkor I pontot kapjon annak megallapitasaert, hogy a keresett érinto egyenlete felirhato
y=m(x—5)— 8 alakban (mert az x = 5 egyenes nem érinto).
Tovabbi 2 pontot kapjon azért, ha az egyenes és a parabola egyenletébdl alkotott egyenletrend-
szerbdl eljut annak megdllapitasdig, hogy az x> —(12+m)x+5m+35=0 egyenlet diszkrimi-

nansa, az m* +4m+4 osszeg, nullaval egyenld.
Ebbol az m = -2 meghatarozasaért 1 pontot,

a keresett érinto egyenletének felirasaért pedig tovabbi 1 pontot kapjon.

4. ¢)
A parabola y =x*>—12x+27 alaku egyenletét )
2 , L lpont | y+9=(x—-6)

y=(x—-6)" -9 alakban irva adodik, hogy

a tengelypontja 7(6; -9), 1 pont

paramétere p = 0,5. 1 pont

(Mivel g = 0,25, ezért) a fokuszpont: F(6; —8,75). 1 pont
Osszesen: | 4 pont
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I1.
5. a)
¢ kezdészamjegy (a ¢3c5 -ben), ezért ¢ # 0. 1 pont | ce {1;2;3;4;5;6;7; 8;9}
1c28 (mindig paros, ezért) 6-tal akkor nem oszthato,
ha 3-mal nem oszthatd, tehét ha a szdmjegyeinek 6sz- 1 pont | ce {2;3;5;6;8;9}
szege nem oszthatd 3-mal: c¢ {1;4; 7}.
93¢6 akkor oszthat6 36-tal, ha 4-gyel és 9-cel is 1 pont
oszthato.
9-cel akkor oszthato, ha a szamjegyek Osszege oszt-
hato 9-cel, ez (c = 0 kizarasa utan csak) ¢ = 9 esetén 1 pont
teljesiil.
Ekkor azonban 9396 oszthat6 4-gyel is, ezért ¢ # 9. 1 pont | ce {2;3;5; 6; 8}
c3c5 mindig oszthatd 5-tel, ezért 15-tel akkor nem
oszthatd, ha 3-mal nem oszthato, tehat ha a szamje- 1 pont
gyeinek Osszege nem oszthatd 3-mal: c¢ {2; 5; 8}.
gy a megfelel6 értékek: ¢ =3 és ¢ = 6. 1 pont | ce {3; 6}
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo a megoldasaban nem emliti a 3-mal, illetve a 9-cel valo oszthatosag szabalyat,

akkor ezért dsszesen I pontot veszitsen.

2. Ha a vizsgazo a c szamjegy 10 lehetséges értékét szisztematikusan végigprobalja, és ezt do-
kumentalja, akkor a két helyes érték (a 3 és a 6) azonositdasaért 1-1 pontot, a 0 szamjegy kiza-
rasaért pedig tovabbi 1 pontot kapjon. Osszesen 4 pont jar a maradék hét szamjegy kizdardsaért.
Ha ebben egy hibat kévet el, akkor ebbdl a 4 pontbdl 2 pontot, ha egynél tébb hibat kévet el,

akkor pedig 0 pontot kapjon.

5. b)

A 4" +6n—1 6sszeg minden pozitiv egész n esetén I pont

paratlan (mert az dsszegnek egy pératlan tagja van),

tehat sohasem oszthat6 8-cal. 1 pont
Osszesen: | 2 pont
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5. ¢) elsé megoldas
(Teljes indukciot alkalmazunk.) Ha n = 1, akkor az 1
allitas igaz, mert a 9 oszthato 9-cel. pont
Tegylik fel, hogy az allitas igaz egy k pozitiv egész 1
szamra, azaz 4" + 6k —1 oszthat6 9-cel. pont
Ekkor igazolnunk kell, hogy az allitas igaz k + 1-re
is, azaz 4" + 6(k +1)—1 is oszthaté 9-cel. I pont
A 1 6(k+1)—1=4-4" +6k+5=

R 2 pont*
=4.-(4" +6k—1)—18k+9
4-(4" + 6k —1) az indukcios feltevés szerint, a 1 oont*
—18k, illetve a 9 pedig nyilvanvaldan oszthato 9-cel, P
ezért ezek Osszege (azaz a 4 +6(k+1)—1) is oszt- 1 vont*
hat6 9-cel. (Ezzel az llitast igazoltuk.) P

Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt 4 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

Tekintsiik a két szam kiilonbségét:
@ +ok+1)-1)— (4" +6k-1)=3-4"+6= 1 pont
=3-(4"+2).

4* maradéka 3-mal osztva 1, ezért 4" +2 oszthato

; . , 1 pont
3-mal, igy 3-(4" +2) oszthat6 9-cel.
Ha 4" +6(k+1)—1 és 4" + 6k —1 szamok kiilénb-
sége is és (az indukcids feltevés miatt) 4° + 6k —1 is )
pont

oszthato 9-cel, akkor 4**' +6(k +1)—1 is oszthatd
9-cel. (Ezzel az éllitast igazoltuk.)

5. ¢) masodik megoldas

(Esetszétvalasztast végziink az n 3-mal valo osztasi
maradéka alapjan.)

Ha n maradéka 3-mal osztva 0 (n = 3k, k € N¥), 2 pont
akkor 9-cel osztva (4™ = 64" = (9-7+1)" miatt)

4" maradéka 1; 6n maradéka 0.

Ha n maradéka 3-mal osztva 1 (n =3k + 1, k€ N),
akkor 9-cel osztva (4***' = 464" miatt) 2 pont
4" maradéka 4; 6n maradéka 6.

Ha n maradéka 3-mal osztva 2 (n =3k + 2, k€ N),
akkor 9-cel osztva (4" =16-64" = (9+7)- 64 miatt) 2 pont

4" maradéka 7; 6n maradéka 3.

Mindharom esetben 4" + 6n —1 maradéka 9-cel

1 t
osztva 0. (Ezzel az allitast belattuk.) por

Osszesen: | 7 pont
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5. ¢) harmadik megoldas

A binomiélis tételt alkalmazzuk:

n n
4" = B4+1)" =3"+| |37+ 341, 2 pont
1 n—1
A felirasban az utolso két tag kivételével mindegyik
, 1 pont
tag oszthato 9-cel,
n
elegendd tehat az ( J«3 +1+6n—1 kifejezés 9-cel
n—1 1 pont
vald oszthatdsagat vizsgdlni.
n
[ 1j-3+1+6n—1:n-3+6n=9n, 1 pont
n —
ez a kifejezés tehat mindig oszthatd 9-cel. 1 pont
Tehat 4" +6n—1 maradéka 9-cel osztva 0. I pont
(Ezzel az allitast belattuk.)
Osszesen: | 7 pont
S. C) negyedik megoldas
4"—1=4"-1"=4-D)@" " +4"7 +. ..+ 1)=
n-l | qn-2 1 pont
=3-(4" +4"" +...+1).
Mivel 4" +6n—-1=3-(4""+4">+ . . +1)+6n=
n—1 n—-2 1 pont
=3-(4" +4"" +...+1+2n),
ezért elegendd bizonyitani, hogy 1 pont
4" +4"? + . +1+2n oszthato 3-mal. P
A 47 =(3+1)? (¢ € N) hatvany 3-mal val6 osztasi
maradéka mindig 1 (hatvany maradéka megegyezik a 1 pont
maradék hatvanyéval, illetve annak a maradékaval),
ezérta 4" +4"7 + .. +1 (n tagh) kifejezés 3-mal
val6 osztasi maradéka n. 1 pont
(Osszeg maradéka megegyezik a maradékok sszegé- P
vel, illetve annak a maradékaval.)
4" +4"7 + .. +1+ 2n maradéka tehat n + 2n = 3n 1 pont
maradékaval egyezik meg (vagyis 0). P
Tehat 4" + 4" + ...+ 1+ 2n oszthatd 3-mal. 1 pont
(Ezzel az allitast belattuk.) P
Osszesen: | 7 pont
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6. a)
200 liter = 200 dm? 1 pont
, ] 200 ,
A hord¢ alapteriilete < =|25dm", 1 pont
. [25
a sugara pedig ( = z] 2,82 dm. 1 pont
T
A palast teriilete (27 - 2,828 =) 142 dm?, 1 pont
a hordé kériilbeliil 167 dm? teriiletii lemezbdl 4ll. 1 pont
A hord6 gyartasahoz 167 190 dm? lemezre van
, 1 pont
szlikség.
Osszesen: | 6 pont
6. b)
(Minden hossztsagot dm-ben mériink,
r a henger sugara, m pedig a magassaga.) i ¢
A feliil nyitott henger térfogata: »*mm = 200, pon
felszine: r’n+2rmm .
200 : .
m= pEng ezzel a 200 literes henger felszine
r
2 pont
200 400
A(l") :(VZTC'i‘ZI’JT'T:j 7"27'C+—.
T r
400 . s Ez a pont akkor is jar, ha
A =r’n+—— (r>0) fi derivalhat P Jar
z Alr)y=rint r (r>0) figgvény derivilhat, 1 pont* | ez a gondolat csak a meg-
és ott lehet minimuma, ahol a derivaltja 0. oldasbol deriil ki.
, 400
A(r)=2rn—— 1 pont*
r
200
2nr —4—020 =0, amibdl r =3|— (= 3,99). 2 pont*
r T
Az A fiiggvény masodik derivaltja mindenhol pozitiv,
1200 ” 800
tehat a 3}—— ennek a fiiggvénynek (abszolut) mini- | 1 pont* | A(r)=2n +r_3
T
mumbhelye.
A legkisebb felszinii, feliil nyitott forgashenger su- | vont
gara kériilbeliil 3,99 dm, P
3. 2000 200 _
magassaga —— ~ 3,99 dm. - 2 - -
gassag 2 I pont 20(2) PR
(A legkisebb felszin 3-3/400001 ~ 150 dm?.) T
tehatm =r.
Osszesen: | 10 pont
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Megjegyzés: A *-gal jelolt 5 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo:

A(r)=r2n+ﬂ=r2n+@+@. 1 pont
r r r
A szdmtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség
alapjan:
L 200 200 2 pont
A(r)=3-3|r'm-—- ——=3-3/400007 .
ror
i , 200
Egyenldség pontosan akkor lehet, ha r“n=—, 1 pont
r
200
vagyis 7 =3|— (= 3,99). 1 pont
e
7. a) elsé megoldas
A megfigyelt szabalyszerliség azt jelenti, hogy a har- Ez a pont akkor is jar, ha
madik oratol kezdve minden 6raban megduplazodik 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
az addigi 0sszes megfert6z0dott cellak szdma. oldasbol deriil ki.
Igy (mivel a masodik 6raban 7 fertézott cella van) az
n-edik oraban (n > 2) az Osszes fertdzott cella szama 2 pont
7 . 2;1—2 .
Megoldando6 ezért a
w2 ” , 1 pont
7-2"°>10000 000 egyenldtlenség.
A lg fiiggvény szigorian monoton novekedd, ezért
(a 7-tel valo osztas utan az egyenldtlenség mindkét 1 pont
oldalénak 10-es alapu logaritmusat véve)
10 000 000
(n=2)-1g2>lg——. 1 pont
1
1g 12000000 1oy 10000000
n> 7 +2:22’4 lpont n +Og2—
g2
Azaz a fertdzott cellak szama a 23. 6rdban haladna
f it s 1 pont
meg a tizmilliot.
Osszesen: | 8 pont
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7. a) masodik megoldas

A megfigyelt szabalyszerliség azt jelenti, hogy a ne-

Ez a pont akkor is jar, ha

gyedik 6ratol kezdve minden 6raban kétszer annyi 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
cella fertdz6dik meg, mint a megel6zd éraban. oldasbol deriil ki.
Megoldand6 ezért az alabbi egyenldtlenség:
3+4+7+14+...+ 7-2F >10 000 000 1 pont
(ahol k£ a harmadik 6ra utén eltelt 6rak szamat jeloli).
A mértani sorozat Osszegképletét alkalmazva:
ko
7+7-2_=1 510,000 000. I pont
Rendezve:
kil 10 000 000 1 pont
A 2-es alapt exponencialis fiiggvény szigortian
. . 1 pont
monoton novekedd, ezért
10000000
lg———— 10000000
k+l>—— 7T <904 1 pont | k+1>log, ——
1g2 ’
k+3>224 1 pont
Azaz a fert0z6tt cellak szama a 23. 6éraban haladna
f it 1 pont
meg a tizmilliot.
Osszesen: | 8 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo egyenlotlenség helyett egyenletet old meg, majd a baktériumok szamanak
monoton névekedésére hivatkozva jo valaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.
Ha egyenletet old meg, de a megoldas utan indoklas nélkiil ad valaszt a feladat kérdésére, ak-

kor legfeljebb 7 pontot kaphat.

2. Ha a vizsgazo orardl orara jol kiszamitja a fertozott cellak szamat, ezt dokumentdlja, és ez

alapjan helyes valaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.

7.b)

1
A modell szerint mindegyik dobasnal vagy 5 valo-

szinliséggel elpusztul egymillio baktérium,

mal 1-et, 2-t vagy 3-at dobtak (azaz csokkent a bakté-
riumok szama).

vagy 5 valoszintiséggel egymillioval nd, 1 pont

vagy 3 valoszinliséggel valtozatlan marad a baktéri-

umok szama.

Legteljebb 6tmillio baktérium akkor marad a hetedik Ezek a pontok akkor is
dobas utan, ha a hét dobas koziil legalabb 6t alkalom- 2 pont jarnak, ha ez a gondolat

csak a megoldasbol deriil

ki.
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Ha pontosan 6t alkalommal dobtak 1-et, 2-t vagy 3-at,
akkor a masik két alkalommal 4-et vagy 5-6t dobtak
(azaz mindkétszer valtozatlan maradt a baktérium-
szam). Ennek a valoszintisége:

(T com

1 pont

Ha pontosan hat alkalommal dobtak 1-et, 2-t vagy
3-at, akkor a maradék egy alkalommal 4-et vagy 5-6t
dobtak (azaz nem tortént valtozas), vagy egy alka-
lommal 6-ot dobtak (azaz novekedett a baktériumok
szdma). Ennek a valdszinlisége:

S 5)G) s

2 pont

Ha pontosan hat alka-
lommal dobtak 1-et, 2-¢
vagy 3-at, akkor a mara-
dek egy alkalommal 4-et,
5-6t vagy 6-ot dobtak.
Ennek a valdsziniisége:

HBE

Annak a valosziniisége, hogy pontosan hétszer dob-

7
tak 1-et, 2-t vagy 3-at: (%} (= 0,008).

1 pont

A kérdezett valosziniiség (a harom egymast paron-
ként kizard lehetdség valoszinliségének Osszege,
azaz) kortilbeliil (0,073 + 0,055 + 0,008 =) 0,136.

1 pont

A valosziniiség pontos ér-

teke 12 (= 0,135).
96

Osszesen:

8 pont

8. a) elsé megoldas

Az allitas megforditasa: Ha egy haromszog koriilirt
korének kozéppontja megegyezik a beirt korének ko-
zéppontjaval, akkor a haromszog szabalyos.

1 pont

A beirt kor kozéppontja (a haromszog belsd pontja) a
belsé szdgfelezok kdzds pontja, amely most egyenld
tavolsagra van a haromszog csucsaitol (mert a
koriilirt kornek is kdzéppontja),

1 pont

ezért a két kor kozos kozéppontjat a haromszog csu-
csaival 0sszekotd szakaszok harom egyenld szart ha-
romszogre bontjak az eredeti haromszoget.

A szogfelezOk miatt ezeknek a haromszogeknek az
alapon fekvo szogeik mind ugyanakkorak.

1 pont

Ezért az eredeti haromszog harom belsé szoge egyen-
16 nagysagq, tehat az eredeti hdromszog szabalyos.

1 pont

Osszesen

4 pont
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8. a) masodik megoldas

Az allitas megforditasa: Ha egy haromszog koriilirt

korének kozéppontja megegyezik a beirt korének ko- 1 pont
zéppontjaval, akkor a haromszog szabalyos.
C
A beirt kor kozéppontja (a haromszog belsd pontja) a
korilirt kornek is kozéppontja, ezért egyenld
tavolsagra van a haromszog cstcsaitol. 1 pont
Tehat (az abra jelolései szerint) az AOB haromszog
egyenld szara (ezért OABZ = OBAZ =¢).
A & & s

A beirt kor kozéppontja az 4O és BO belsd szogfele-
z0k k6z0s pontja, ezért az ABC haromszdg AB olda- |
lan fekvo két belsd szoge egyenld (2¢). pont
Az ABC haromszog tehat egyenld szara: AC = BC.
A gondolatmenetet (pl. a BOC haromszogre) megis-
mételve kapjuk, hogy 4B = BC = CA, tehat a harom- 1 pont
sz0g szabalyos.

Osszesen | 4 pont
8. b) elsé megoldas

Az ABQ haromszog szogei
20°, 40° és 120°. ! pont
(Az ABQ haromszogbdl szinusztétellel:)
BO _ sin 20° 1 pont
1 sinl20"°
ahonnan BQ = 0,395. 1 pont
Q: §1n40 | 1 pont
1 sin120

ahonnan 40 = 0,742. 1 pont
BQ = AP (mert az abra forgdsszimmetrikus) 1 pont
fgy PO=40—- 4P =0347. 1 pont

Osszesen | 7 pont
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8. b) misodik megoldas

Az ABQ haromszog szogei

; 1 pont
20°, 40° és 120°.
Az ABQ haromszogb6l szinusztétellel: Ez a 3 pont jar, ha a vizs-
g pontj
AQ _ sin 40° 1 pont | 8dz0 (az AQ szakasz
1 sinl20° hosszanak kiszamitasa
ahonnan 40 = 0,742. 1 pont nelk2u 4 'az o
AB- AQ-sin20° AB* -sin 20°-sin 40
Az ABQ haromszog teriilete: > = 2-sin120°
. . 5 1 pont | képlet alkalmazasaval
— 1-5in40°-sin 20 ~0.127. szamitja ki az ABQ ha-
2-sin120° ’ romszog teriiletét.
(Az ABQ, BCR és CAP haromszdgek egybevagok,
ezért) a POR szabalyos haromszdg teriilete
_NJ3_3:sind0°-sin20° o 4as 31— 0,050,
4 2-sin120°
, 4-Tpor 0,208
Igy PO= SR = 1 pont
&y PO \ V3 VL732 P
=~ 0,347. 1 pont
Osszesen | 7 pont
8. b) harmadik megoldas
Az &bra szerinti jel6lése-
ket alkalmazzuk:
a POR szabalyos harom-
sz0g oldalanak hossza a, 1 ¢
az APD haromszo6g olda- pon
lai b, c és d.
CR=AP =c (mertaz
abra forgasszimmetrikus).
Az ADC haromszog szogei 20°, 100° és 60°.
(Ebbdl a haromszogbdl szinusztétellel:)
PP . ° 1 pont
D 60 60
C_:—§1n -, azaz CD = §1n =,
1 sinl00 sin100
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. d _ sin20° sin20°
illetve — = —,azaz d = . 1 pont
sin100 sin100
(Az ADP haromszogbdl szinusztétellel:)
¢ sinl00’ sin100°  sin20° 1 pont
—=— —,azaz c=d - — —=— —, s
d  sin60 sin60  sin60
. o . [} .2 o
228#1_20“%&2 b=d-STn20° = — Slrol %0 .| 1pont
d sin60 sin60  sin60 -sin100°
A PQOR szabalyos haromszog oldala (a = CD — ¢ — b):
o= sin60’ _sin 20° B sin® 20° ~ 1 pont
sin100°  sin60  sin60 -sin100°
~ 0,347. 1 pont
Osszesen | 7 pont
Megjegyzések:

1. Az abra jeloléseivel: CD = 0,879, d = 0,347, ¢ = 0,395, b = 0,137.

2. Addicios tételek felhaszndlasaval bizonyithato, hogy a =d =2 -sin 10°.

8. ¢) els6 megoldas

A kivalasztott harom szinnel a paronként szomszédos

COR, CAP és POR haromszogeket (3!) = 6-féle- 1 pont
képpen szinezhetjiik.
B

ABQ és COR haromszog szine megegyezik (mert az
ABQ héromszog szine a CAP és a POR haromszog 1 pont
szinétdl is kiilonbozik).
BCQ haromszoget kétféle szinnel is szinezhetjiik 1 ¢
(0gy mint CAP-t, vagy tigy mint POR-t), pon
tehat a kivalasztott harom szinnel (6 - 2 =) 12 szinezés

. 1 pont
lehetséges.
Mivel a harom szint a négy koziil négyféleképpen
valaszthatjuk ki, ezért (4-6-2 =) 48 kiilonb6z0 szi- 1 pont
nez€s van.

Osszesen | 5 pont
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8. ¢) miasodik megoldas

A PQOR haromszoget négyféleképpen szinezhetjiik, és
minden egyes szinezéshez az ROQC haromszdg szinét

haromféleképpen valaszthatjuk. I pont ’
Ez (4-3 =) 12 lehetdség. 0
4 B
Ezutan a CAP haromszog szine kétféle lehet, tehat 1 ¢
eddig 24 kiilonb6z6 szinezést adhattunk meg. pon
Csak harom szint hasznalhatunk a szinezéshez, ezért
az ABQ haromszog szine csak a mar kiszinezett 1 ¢
RQOC haromszog szinével egyezd lehet (vagyis nem pon
valtozik a lehetséges szinezések szama).
A BQC haromszog szine ismét kétféle lehet (vagy a 1 ¢
POR vagy az APC haromszog szinével megegyezo). pon
Osszesen tehat (24 - 2 =) 48 kiilonbdzd szinezés van. 1 pont
Osszesen | 5 pont
9. a)
Az elsd arcsokkentés utan az Uj ar az eredeti arnak az
( —Lj -SZ0rosa, 1 pont
100
a masodik arcsokkentés utan az eredeti arnak az
(1 - j(l _pT 4’5j -szorosa lett. 1 pont
100 100
Ez az eredeti ar 81,4%-a, tehat 4 qg=1 —ﬁ) Jelélést
(1 - 10pO j{l - p:;)éﬁj =0,814. L pont hasznalva az egyenlet:
q(qg—0,045)=0,814.
p’—1955p+1410=0 2 pont | ¢°—0,045g-0,814=0
q = 0,925
p=17,5vagy p =188, de ez utdbbi (p > 100 miatt) 1 ¢ (vagy g =—0,88, de) a ne-
nem felel meg a feladat szovegének. pon gativ gyok nem felel meg
a feladat szovegének.
Az els6 arcsokkentés 7,5%-o0s, a masodik 12%-0s
1 pont
volt.
Ellendrzés: A két arcsokkentés utan az 0j ar az erede-
tinek 0,925-0,88-szorosa lett. 0,925-0,88=0,814, |
tehat az 0j ar valoban 18,6%-kal alacsonyabb az ere- pont
deti arnal.
Osszesen: | 8 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo probalgatassal megtaldlja, hogy p = 7,5 megoldas, ezt igazolja,
majd ez alapjan helyes valaszt ad, de nem mutatja meg, hogy mas megolddsa nem lehet a fel-

adatnak, akkor ezért 3 pontot kapjon.
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9. b)
Annak a valosziniisége, hogy pontosan egy huzas 1 pont
sziikséges: P(1) = 0. P
Legfeljebb 4 huzés sziikséges ahhoz, hogy legyen két Ez a pont akkor is jar, ha
. P . 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
azonos szini kesztyl a kihtzottak kozott, . 7
oldasbol deriil ki.

ezért a pontosan 35, illetve pontosan 6 sziikséges
huzés valosziniisége: P(5) = P(6) = 0.
A pontosan 2 huzés sziikségességének valosziniisége:

1 pont

PQ2)= % (a mésodiknak kihuzott kesztyli szine meg- 1 pont

egyezik az elséével).

Pontosan 3 huzas akkor sziikséges, ha a masodik ki-

huzott kesztyli szine nem egyezik meg az elsdnek ki-

huzottéval, de a harmadikra huzott kesztytl szine

megegyezik az els6 kettd koziil valamelyiknek a szi-
42 2

nével: P3)= —-—==.
) 54 5

1 pont

Pontosan 4 huzas akkor sziikséges, ha az elsd hdrom
szin mind kiilonb6z6 (ekkor a negyediknek kihtzott

= _ =+ =

kesztyli szine mar biztosan megegyezik valamelyik P& =1-(P2)+P3))
korabban kihuzott kesztyli szinével):

4 2

P4)=—-=1==.

“) 54 5

Ipont|_, 3 _2
5

A sziikséges huizdsok szamanak varhat6 értéke tehat:

(O~1+)%-2+§~3+%4(+0-5+0~6)= I'pont

=3,2. 1 pont

Osszesen: | 8 pont
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